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A feladat megfogalmazasa:

A 0 spint relativisztikus kvantummechanika skalar
hullamtiiggvényes, Klein-Gordon-egyenletes megfogalmazasaban
kérdéses a Hilbert-tér és a valosziniiségi értelmezés. Ezek a
problémak megoldédnak egy antiszimmetrikus spinortenzor
hullamfiiggvényes megfogalmazasban, mely analég médon koveti
az 1/2 spinii esetet és az abbdl szimmetrikus tenzorszorzatként
konstrualhaté magasabb spinii eseteket. A kapott leiras szabad
rendszerre ekvivalens a skalar hullamfiigegvényes targyalassal, a
minimalis csatolassal leirt, adott potencialmezoben torténo
mozgas esete azonban eltér. Ehhez kapcsolodik a megoldandé
feladat: a Coulomb-probléma megoldasa az antiszimmetrikus

spinortenzor hullamfiiggvényes leirasban.



A szabad Klein—Gordon-egyenlet, skalar hullamfiiggvényre:
(O+m?) =0

5 (9" O0up — 0,9" ) megmarad6 dram nem pozitiv definit

(“pozitiv definit”: id6szerii komponens nemnegativ fiiggvény)

nem valdészinliségi aram, hanem toltésaram

idoben masodrendil egyenlet: ¢, ¢ kezdeti feltétel



o+ 1 (8 + iedo) ¢
Feshbach—Villars-formalizmus:

p — = (Do +1iedp) ¢

a pozitivos megoldasokra sem pozitiv definit a toltésstirliség

Szabad eset: i0pp = \/—A +m?2p megoldasaira a szok4sos

L? -skalarszorzat id6fiiggetlen = valdszintiségi leirds OK

nem-szabad rendszerekre altalanositds nem megy: [9,,A4,] #0

—  [(0* +ieAM) (0, +ieA,) —m?| ¢ #0

1/2 spin: 1y"yp pozitiv definit, nem kell eréfeszités, A, is OK



(154) (Up.xp)p) = exp i{x,plo(s(h) " 'p)".

U~ Um =i by theorem 6.20.

The reader might have noticed that we have not treated the spinless
ease in terms of the spinor caleulus, This can also be done provided we
consider, instead of the bundle (149), the bundle where the fibers are made
up of skew symmetric tensors. More precisely, let

(165) B® = {{pt):pe X" tel* @ (% skew symmetrie,
(Z ooyt = mit, v = 1,2},

with the norm defined for any Borel section ¢ of the bundle by

(156) ol = [ <olp)wipnadst o).
R

The representation of G* is then defined in the same way as (154). For a
given pe X, *. the fiber of B}® at p consists of all skew symmetric
elements of B} "4(p) @ By -"2(p) which form an one-dimensional space.
As the unitary group K* has no nontrivial one-dimensional representations,
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it induces the trivial representation on the fiber of B}'? at (m,0,0,0).
Hence the representation of 6% defined in the Hilbert space of sections of
B % is equivalent to [7m+-9,

The Representations U™ *", These representations may be obtained
by passing to the limit in U™ *+ as m — 0+ . We write
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nemcsak az 1, 3/2, ...
spinek mint szimmetrikus
tenzorszorzatok, hanem a
0 is mint antiszimmetrikus



csak a szabad eset
csak impulzustérben (lendiilettérben)

csak az abrazolast és a Hilbert-teret adja meg

koordinatatér ?
fizikailag érdekes vizsgalatok?
kiterjesztés nem-szabad esetekre?

(mindenekel6tt: hogyan miikodik ez a konstrukcié?)

Az 1/2 spin esete: geometriai kép = a 0 spinii eset konnyt



Jelolések :

h

c=1,

g szignaturaja (+———),
negyes indexek: p,v=0,1,2,3
harmas indexek: 7,k =1,2,3

>k

komplex konjugéalds: *,  transzponalds: T,

kombindciéjuk: T

csak m >0, pEPn: poz\/pjpj+m27 f??m po



Matrixok:

(01 (0 —i (1 0 I
1 — 1 07 0-2_ 1 O , 0-3_ O _17 2 —
_ . I2 0 o 0 —0; B 0
St (0 —I2>’ k (Uj 0 > o <0:i

Tulajdonsagaik:
YuVv T Vo Vu Juv; Yo = Yo 87, Vi

Gyakran: HcC* ©cC*xC: 0 =018,



Geometriai hozzavalok:
Ha p € Py, 0 puyH : C* — C* sajatértékei +m, —m

a sajatalterek: Ny (p), N_(p), mindketté kétdimenzios

/”01\.
o
\ 0/

Példaul: p= Pyt =mA¥ =mp |

AWA O\ (O
0
\0/

N4 (p): 7 N-@): 4|
a;p; + fm sajatértékei, -alterei:  +po, —po, Ny(p), N_(p)

o/ WAY



1/2 spinii szabad kvantummechanika: a Dirac-egyenlet:

Yopb(p) =mip(p) = P(p) € Ne(p)
fm) (1)
01, V2
0| 0
\0) \ 0/
Egy L Lorentz-transzformécié Dy, dbrazoldsa C*-en:

8D} 5= D", Dy (v*pu) D" = ~+*(Lp),.

Példaul: P =

a 9 : Py — C* fiiggvényeken (Ug,y¥) (p) = e+ Dryy(L™'p)

a Poincaré-csoport irreducibilis sugarabrazolasa



A Hilbert-tér: [, p()t(p) IR = [ 4(p) y(p) =g

m Py
a  Y'pu(p) =mi(p), azaz (ajpj + Bm)Y(p) = poy(p)

megoldasterére megszoritva Hilbert-teret biztosit

Foldy-Wouthuysen-transzformécié: minden p-re ¢" =




Koordinatateér:

—ip,at mdgp —ipoxo 4ipjx; mdgp 3
[ v ™R = [ ey )™ P — (2m)% ot )
Po Po
/ (zﬂw) (¢, x) d3x idofiigegetlen, egyenld a lendiilettérbeli
normanégyzettel

Y(p) € Ny (p), YHpuh = map, (ajpj + Bm) Y = por)

—

V(A0 )h(x) = map(z),  10up(L, x) = oy (—10;) + Bm] (L, x)



Aram és Lagrange-siirtiség:

Yy =B = PP komponense  j* = y*1) -nek
Ez egy valos, pozitiv definit, megmaradé Noether-aram:

[v#(i0,) — m] vy = 0: E-L-egyenlet L = [y*(i0,) — m]+ -bdl,

a P eXy globalis mértéktranszformacié Noether-arama

Megjegyzés: beszorozva ~*(i0,) +m -mel:

(IZI -+ m2) Y = 0: Klein—Gordon-egyenlet komponensenként



0 spini szabad kvantummechanika: analég modon:

: C*
v(p) € N+(p)
”Y“pulb = mu

fwwmd o) fwTwmzd;p

Poincaré irred. abr.-a

lényegileg 2 szab. fok

(: C*ACH
¢(p) € Ny(p) AN Ni(p)

WPMC = m(

S Tr(C¢) ™R = [T ((F¢) 5P

Poincaré irred. abr.-a

lényegileg 2 A2 =1 szab. fok



ni,no € Np(p), nsz,ng € N_(p) bazis C*-ben:
(fyup,u o m) (61277/1 /\ n2 —l_ C]_3n]_ /\ ng —l— o e —I— 634n3 /\ ’n,4) — O

—> egyedill c¢19 #0

Foldy—Wouthuysen:

(V) [0 ¢ 0 0)
W W

W¢: ¢2 WCWT: C12 0 0 0
0 0 0O 0 O
\ 0 \ 0 0 0 0



= Uy =T (Cr)
L= [y(i8,) — m] L = Tr{¢[y*(i0,) — m](}

KG komponensenként KG komponensenként



Nem-szabad kvantummechanika: 0, ~ 0, +1ieA,

Y*(i0u — eAy,) —mlp =0 (10, —eA,) —m|( =0

OpTr (C17#*G) =0 = 0 [Tr((17°G) =0 [ Tr (Ckz) = 0:

idotiiggetlen Hilberttér-skalarszorzat

(O +1ieA*) (0, +ieA,) —m*| ( #0 :

nem a Klein—Gordon-egyenlet minimalis csatolasa



Mindezek:  https://arxiv.org/abs/1712.08220

Hogyan tovabb:

a Coulomb-probléman demonstralni: nem ekvivalens a KG-al
masodkvantalas — a szabad rendszeré egyszeru kell legyen

uj tipusu térelméleti kolcsonhatasok: pl. Higgs-bozon

1 spin mint szimmetrikus tenzorszorzat: QED, QCD
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